
一、重点与难点

（1）事件之间的关系与运算

（2）概率的公理定义及概率的性质和应用；

（加法公式、减法公式）

（3）古典概型的计算

（4）条件概率和三大公式---乘法公式、全概率公式

和贝叶斯公式

（5）事件的独立性和贝努利试验和二项概率。

第一章 概率论的基本概念



概率论

容易出现的错误

A B C  ABC  ABC =S-ABC   ABC 1-ABC，
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概率论
       1 中的三个随机为样本空间、、设练习 SCBA

 :   , 件的运算表示下列随机事　、、试用事件 CBA

   ;        1 都不发生与发生而 CBA

   ;    2 都不发生、、 CBA

   ;    3 中恰好有一个发生、、 CBA

   ;    4 中至少有两个发生、、 CBA

   ;    5 中至少有一个发生、、 CBA

    .    6 中恰好有两个发生、、 CBA

ABC 

ABC  

ABC ABC ABC ABC     

或
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概率论概率的性质

性质1

性质2 (有限可加性)：设A1，A2，…An 是n个两

两互不相容的事件,则

P( A1  A2 …An)＝ P(A1) ＋P(A2)+… P(An); 

性质3

性质4

性质5

性质6  (加法公式)
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概率论

)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP 1. 条件概率

P(AB)=P(B)P(A|B)    

P(AB)=P(A)P(B|A)      

2. 乘法公式

       | | .  P A B C P A P B A P C A B

       

   

1 2 1 2 1 3 1 2

1 1 2 -2 1 2 -1

| |

| . |

n

n n n n

P A A A P A P A A P A A A

P A A A A P A A A A

  

 
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则对任一随机事件A，有

)|()(

)()()()(

1
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BAPBP

ABPABPASPAP U













全概率公式与贝叶斯公式

定理：设 为一组两两互不相事件，即

并且

 
 
 

   

   
,

/

/
/

1

i

n

i

i

kkk
k

BAPBP

BAPBP

AP

ABP
ABP






1 2 nB ,B , ,B

 i jB B i j 
iB S



认真审题，看清是求事件还是求事件的概率

常见错误：
1. 把事件写成事件的概率
2. 让求事件的概率，只写出了事件，没求概率
3. 事件表示错误





随
机
机
变
量

二维随机变量

一维随机变量

描述R.V统计特征的几个工具—

分布列、密度函数、分布函数
的定义、性质

常见离散型R.V 和连续型R.V

联合分布

边缘分布

条件分布

独立性的判断

一维随机变量函数的分布

二维R.V函数的分布

第二、 三章 随机变量及其分布



1、一维随机变量

（1）一维随机变量的概率分布：熟练掌握形成分布

律、分布函数、密度函数的充要条件

（2）一维重要分布及其特性、符号（二项分布、泊

松分布的概率最值，指数分布的无记忆性、正态分

布的对称性等）；

（3）一维随机变量函数的分布---分布函数法

一、重点与难点



2、二维随机变量重点与难点

（1）二维随机变量的概率分布：联合、边缘、条件

分布及其相互关系，随机变量相互独立的判断和应

用

（2）二维重要分布及其特性、符号（二维均匀分布，

二维正态分布）；

（3）二维随机变量函数的分布---和的分布、最大值、

最小值的分布，某些分布对参数的可加性

二、主要知识点



性质

k=1,2, …（1）

（2）

分布律 ----离散型随机变量 密度函数 ----连续型R.V

（1）

（2）

(3)

（5）若 在点 处连续，则



性质

k=1,2, …（1）

（2）

一维离散型随机变量 二维离散型随机变量

(1) 0, , 1,2,
ij
p i j

1 1

(2) 1
ij

i j

p

( , )

(( , ) )
i j

ij
x y D

P X Y D p（3）



一维连续型随机变量

（1）

（2）

(3)

（4）若 在点 处连续，

二维连续型随机变量

- -
F( , ) f(u,v)dudv

 
  

y x

x y

（4）在 f (x,y)的连续点 ,

2 ( , )
f ( , )




 

F x y
x y

x y

+ +

- -
(2) f(x,y)dxdy 1

 

 
 

f ( , ) 0（1） x y

 
G

P ( , ) G f ( , )  x y x y dxdy



边缘分布

f ( ) ( , )



 Y y f x y dx

X
-

f (x)= ( , ) , ( )



    f x y dy x

常见错误：
1. 自变量范围书写错误
2. 积分限错误



条件分布

ij

j

p

p



,,i 21

i jP X x Y y( ) 
i| jp

ij

i

p

p 



1,2,j

j iP y X(Y x ) 
j|ip

fY (y) > 0,  

( )
X Y

F x y
x

Y

u, y
du

f y

f( )

( )
 

X Y
f x y( )

Y

x, y

f y

f( )

( )


i

X|Y j i| j

x x

F x | y p( )




j

i j|i

y y

F y | x p( )



y

X

x, v
dv

f x

f( )

( )
 ( )

Y X
F y x

Y X
f y x( )

X

x, y

f x

f( )

( )


fX (x) > 0  



随机变量独立性的判断

X 和 Y 相互独立 若对任意的 x, y，有

)()(),( yFxFyxF YX

连续型R.V.X 和 Y 独立
. .

f ( , ) ( ) ( )
a e

X Yx y f x f y

连续型R.V.X和Y不独立 
f ( , ) ( ) ( ) 当(x,y) D时， X Yx y f x f y

D存 在 面 积 不 为 0的 区 域  ，

离散型R.V.X和Y独立 对(X,Y)的所有可能取值(xi, yj)

( , ) ( ) ( )i j i jP X x Y y P X x P Y y    

离散型R.V.X和Y不独立 存在(X,Y)的某个可能取值(xi0, yj0),

0 0 0 0. . ( , ) ( ) ( )i j i js t P X x Y y P X x P Y y    



三、几种重要的随机变量

(1) 二点分布（0—1分布）

1( ) (1 ) , 0, 1x xP X x p p x

(2) 二项分布

( ) (1 ) , 0,1, ,k k n k
n

P X k C p p k n

~ ( , )X b n p

(3) 泊松（Poisson）分布

( ) , 0,1,2,
!

k

P X k e k
k

或~ ( )X ( )P

( ) , ( )E X D X

( ) , ( ) (1 )E X np D X np p

1、几种重要的离散型随机变量



2、几种重要的连续型随机变量的密度函数：











其它

：均匀分布

0

1

)(  )1(
bxa

abxf ]b,a[U~X记为

0
(2) ( )  

0 0

xe x
f x

x
指数分布：

2

2

2

)(

2

1
)()3( 










x

exf正态分布： ),(~
2NX记为

    x

)(xfmaxf

1
0

( )  
0 0

x

e x
f x

x

2( )
( ) , ( )

2 12

a b b a
E X D X

2

1 1
( ) , ( )E X D X

2( ) , ( )E X D X







 1dx)x()1( 

2

1
)0()2( 

)0x()x(1)x()3(  

)
x

()
xX

(P)xX(P),(N~X)4( 2
























关于标准正态分布的结论：

xx



3、二维均匀分布和二维正态分布

𝑓(𝑥, 𝑦) = ൞

1

)𝑆(𝐷
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

0 其他

(1)二维均匀分布

(2)二维正态分布 ( X ,Y ) ~ N(1, 2, 1
2, 2

2, )

X ~ N(1, 1
2) Y ~ N(2, 2

2 )

                           
                                     

0
 

与 相互独立的充要条件是参数X Y    
                                      

XY 

若X和Y 独立,
2 2

1 1 2 2
~ ( , ), ~ ( , ),X N Y N

2 2 2 2

1 2 1 2
~ ( , )Z aX bY c N a b c a b



四、随机变量函数的分布

（1）分布函数法：














00

0)]()([
2

1

)(')(

y

yyfyf
yyFyf

XX

YY

2XY 特别地， 的分布密度为：

)y)X(g(P)y(F 

（2）公式法： 设g(x)处处可导且 或 ，
则 的密度函数为

0)x('g  0)x('g 

)X(gY 



 


其它0

y|)y('h|)]y(h[f
)y(f

X

Y



~ ( ),
X

X f x

1、一维随机变量函数的分布



2、连续型随机变量函数的分布

一.  分布函数法

( , ) ~ ( , ), ( , ), ( )
Z

X Y f x y Z g x y f z求

g( , )

( , )
x y z

f x y dxdy


 

( ) ( ) ( ( , ) )ZF z P Z z P g X Y z   



概率论

解：由题意

例1:  设X、Y相互独立，且都服从相同的分布 N(0,1)，

求 的分布密度

21

(X,Y)的联合分布密度为
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概率论

由分布函数定义

当 时

22

当 z >0 时，有

求导即得

~瑞利(Ray Leigh)分布
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1、 Z=X+Y 的分布





 dyyyzfzFzf ZZ ),()()( '

( , )f x z x dx





 dyyfyzfzf YXZ )()()(





 dxxzfxfzf YXZ )()()(

若 X 和 Y 独立

2、M=max(X,Y)及N=min(X,Y)的分布

FM(z)= FX(z)FY(z) 

FN(z)= 1-[1-FX(z)][1-FY(z)] 



一、重点与难点

（1）一维随机变量的数学期望、方差（计算公式、

性质）

（2）一维、二维随机变量函数的数学期望（计算公

式）

（3）协方差、相关系数、协方差矩阵的计算公式性

（协方差、相关系数的性质）

（4）随机变量相关性的判断

第四章 随机变量的数字特征



1. 数学期望的定义

2．一、二维随机变量函数的数学期望：



3．二维随机变量(X,Y)的数学期望：(E(X),E(Y))



4、数学期望的性质

2) ， c 为常数，X为随机变量)()( XcEcXE 

3) 设X，Y是任意两个随机变量，则

)()()( YEXEYXE 

1) ，其中 c 是常数

E(aX bY c) aE(X) bE(Y) c    

数学期望是线性函数



4、数学期望的性质

3) 设X，Y是任意两个随机变量，则

)()()( YEXEYXE 





n

i
i

n

i
i XEXE

11

)()(

4)  设X，Y为两相互独立的随机变量， )(),( YEXE 都存在，

)()()( YEXEXYE 则

推论：设 是n个任意的随机变量，

都存在，则

注意:反过来不一定成立.



一、方差的定义

)()( XVarXD 
2

)]([ XEXE 

)()( XDX  X的标准差或均方差。

二、方差的性质

① 0)( cD ② )()(
2

XDccXD 

③ 设X和Y是两个随机变量， 存在 ，则有

 ))())(((2)()()( YEYXEXEYDXDYXD 

)()()( YDXDYXD 若X和Y相互独立，则

2 2E(X ) [E(X)] 

④ 的充要条件是：X依概率 1 取常数 c，即0)( XD

1}{  cXP

2 2D(aX bY c) a D(X) b D(Y)   



三、切比雪夫不等式

定理 设随机变量X具有数学期望 ，方差)( XE

 2)( XD 则对 0

 
2

2 2

( )
( )

D X
P X E X




 
   

或



),( YXCov )]}()][({[ YEYXEXE 

1、 协方差的定义

2、 协方差的常用计算公式：

)Var()()Cov( 2 XX-EXEX,XXY  时，当

)()()()Cov( YEXEXYEY,X 

YX

Y,X

YX

YEYXEX
EY,X



)Cov(

)Var()Var(

)())(((
)Corr( 













 


3、相关系数（Correlation coefficient）

)Cov()Corr(  Y,XX,YXY 



相关系数的性质

1性质 -1 1
XY

即存在几乎处处有线性关系与 ,YX

2性质 1
XY

1)(  baXYP

使得, ),0( baa 

1 , 0 1 , 0.
XY XY

a a其中当 时有 ，当 时有

若X与Y 的相关系数 则称X与Y 不相关。0XY



一、重点与难点

（1）切比雪夫不等式、大数定律

（2）中心极限定理的应用---填空题、计算题

多个独立同分布随机变量和的概率近似计算—用正态

分布近似

第五章 大数定律和中心极限定理



1、独立同分布的中心极限定理

设随机变量序列

且有期望和方差：

,,k,X,XE kk 210)Var()(
2  

则对于任意实数 x ,

)(
2

1
lim 21

2

xdtex

n

nX

P
x

t

n

k

k

n









































定理1 勒 维 中 心 极 限 定 理林 德 贝 格 

}{ nX 独立同分布,

( ) ( )W

n
F x x

* ~ (0,1).L

n
Y Y N



此定理说明，不论 原来服从什

么分布，只要是独立同分布，当 n 足够大时，

总可以近似地认为

330



练习题和作业

1、设随机变量X具有数学期望 方差( ) ,E X  2( )D X 

则由切比雪夫不等式，对 有0, (| | ) _____P X    

2、若随机变量X服从[-1,b]上的均匀分布, 且有切比雪夫不等式

2
( 1 )

3
P X    ，则b=_______,

 

________. 

2

2
1-




3 2
1

E( ) 1 3
2

b
X b


   

2

D( ) 2
P(|X-1|< ) 1- =

3

X





则由切比雪夫不等式

2 2

D( ) 4 1

3 3

X

 
  

2( 1) 4
D( )

12 3
而

b
X


 

=2



4. 设 1 2 600X ,X , X 相互独立，且均在(0,1) 上服从均匀分布，

则由中心极限定理有
600

i

i 1

X 300 ____________P


 
  

 


解:  

近似服从 分布。

由独立同分布的中心极限定理



4

1500 1500 1500

i i i
i 1 i 1 i 1

P X 15 1 P X 15 1 P 15 X 15

解：设X表示随机变量，则舍入误差X~U(-0.5,0.5)

5.计算器在进行加法时，将每个加数取最靠近它的数据。设所
有的舍入误差是独立的。且在(-0.5,0.5)上服从均匀分布。

(1)若将1500个数相加，问误差总和的绝对值超过15的概率是多少

12

1
)(,0)(  XDXE

1500

i
i 1

X 1500 0
15 1500 0 15 1500 0

1 P
1500 1 12 1500 1 12 1500 1 12

0.182

1 [ (1 341) ( 1.341)]. =2[1 (1.341)]



4

解：设最多可以有n个数相加使得误差总和绝对值小于10

(2)最多可以有几个数相加使得误差总和的绝对值小于10的概率
不小于0.9？


















 


101010
11

n

i

i

n

i

i XPXP

n

i
i 1

X n 0
10 n 0 10 n 0

p 0.9
n 12 n 12 n 12

解之得： 65.1
12

10


n
441n
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第六章 样本及抽样分布
1、熟练掌握统计的三大分布－卡方分布、t分
布、F分布的定义和性质

2、会利用三大分布的定义求相关统计量的分布
和进行概率的计算

3、熟练掌握正态总体样本均值、样本方差的分
布及性质



1、样本均值





n

i

iX
n

X
1

1
样本均值

2、样本方差与样本标准差

样本方差

样本标准差

 






n

i

i XX
n

S
1

2
2

1

1

 






n

i

i XX
n

S
1

2

1

1

3、样本矩

1

1 n
k

k i

i

A X
n 

 k样本 阶原点矩

1

1
( - )

n
k

k i

i

B X X
n 

 k样本 阶中心矩



2

三大抽样分布

一 、 分布(卡方分布)

定义1 设 nXXX ,,, 21  相互独立,

且都服从标准正态分布N (0,1),称

2

n

2

2

2

1

2 XXX  

服从自由度为 n  的 分布，记作
2 2~ (n) 2



分布的性质2
.2 

独立，则有，，且设 YXnYnX )(~),(~).1 2

2

1

2 

)(.)(~ 21

2 可加性nnYX  

则有设 ),(~).2
2

nX  ( ) , ( ) 2 .E X n D X n 

23.  分布的上 分位点

称满足，对正数 ,10  





)(

22

2
)()}({

n
dyyfnP


 

.)()(
22 分位点分布的上为的点  nn



二、F 分布

则称 F 服从为自由度为n1 , n2 的F 分布.

定义2 X, Y 相互独立，设

令

2 2

1 2
~ (n ), ~ ( ),X Y n

1

2

/

/

X n
F

Y n 1 2
~ (n , )F n

性质.3

),(~
1

),(~).1 1221 nnF
F

nnFF ，则若

1 2
1 2 1

1
2). ( , )

( , )
F n n

F n n



三、t 分布 (Student 分布)

定义3

则称 T 服从自由度为 n 的t 分布.

n
Y

X
T 

X ,Y相互独立,设

)(nt~

,n~Y,,N~X )()10(
2



四、几个重要的抽样分布定理

1 2 n

2

X , X , , X

X S

2
X  设总体 的均值为 ，方差为 ，  是

来自总体的一个样本，则样本均值 和样本方差  有

2
E X D X n( ) , ( ) ,   2 2E(S ) 
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方差，则有分别是样本均值和样本和

的样本，是来自总体、设定理
2

2

21 ),(~,,,2

SX

NXXXX n 

);1,0(~
/

)1 N
n

X




、 );1(~

)1(
)2

2

2

2




n
Sn




、

相互独立；与、 2
)3 SX );1(~

/
)4 


nt

nS

X 
、

正态总体样本均值和样本方差的分布

(Ⅰ) 一个正态总体



( II ) 两个正态总体

       
1 2

2 2

1 1 1 1 2 2

2 2

1 2

 , , , , , ,

X Y , ,

   设样本 和 分别来自总体 和

并且它们相互独立，其样本均值为  ， ，样本方差分别为

n nX X Y Y N N

S S

   1 2

2 2

1 2

1 2

   1 (0,1), 
 

 

  



则：
X Y

N

n n

 
2 2

1 1
1 22 2

2 2

/
2   1, 1

/




  

S
F F n n

S

   
 

   

1 22 2 2

1 2 1 2

1 2

2 2

1 1 2 22 2

1 2

3   2
1 1

1 1
     ,

2



  

 
  

  
   



  
 

 

当 时，

其中

X Y
t n n

S
n n

n S n S
S S S

n n
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}112{}112{}1|12{|  XPXPXP

2628.0]8686.01[2)]12.1(1[2  

5

XZ
zFzF )()( 

(1)求样本均值与总体均值之差的绝对值大于1的概率。

3.在总体X~N(12,4)中随机地抽一容量为5的样本
nXXX ,,, 21 

29230933201
2

1215
115F1

555
X .).()]([)( 




)12.1()12.1(1
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
























 
X

P
X

P

),,,max( 521 XXXZ 解：令
}15),,,{max( 521 XXXP (2)求概率

解：

}10),,,{min( 521 XXXP (3)求概率

}15{1}15{}15),,,{max( 521  ZPZPXXXP 

)10(}10{}10),,,{min( 521 ZFZPXXXP 

),,,min( 521 XXXZ 解：令 5

XZ
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
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1

2.设 是取自具有 分布的总体的样
本， 与 分别为样本均值与样本方差求X

1621 ,,, XXX  )(
2

n
2

S )(),(),(
2

SEXDXE

解：设总体为X nXDnXE 2)(,)( 

nXEXE  )()(

816

2

16

)(
)(

nnXD
XD 

nXDSE 2)()(
2 
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第七章 参数估计

1、能够熟练求出样本值的矩估计量、最大似然估计
量

2、了解估计量的评选标准，并能够判断所求估计量
符合哪个标准

3、会求双侧和单侧置信区间



数理统计

j=1,2,…,kj j k
θ h A A A

1 2
ˆ ( , , , )

j
θ即可得诸 的矩估计量 ：

矩估计量的观察值称为矩估计值 .

Step 3  用样本矩Ai估计总体矩

i=1,2, … ,k
i

i k i
X θ θ θ μ

1 2
E g ( , , , ) 

Step 1  计算总体的矩

Step 2  解方程组

j=1,2,…,kj j k
θ μ μ μ

1 2
h ( , , , )

设总体的分布函数中含有k个未知参数 , 1 2
, , ,

k
θ θ θ

i
μ
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数理统计

1 1 n nL( ) (X x , ,X x )P   

^

L

^

1 1
( ; , , ) max ( ; , , )
L n n

L x x L x x

求参数的最大似然估计的一般步骤

Step1. 计算样本的似然函数

Step2. 求似然函数或对数似然函数的极大值点

^

L 1 n 1 nln L( ; x , , x ) max ln L( ; x , , x )


 




1）若总体是离散型R.V，似然函数为样本的联合概率

2）若总体是连续型R.V，似然函数为样本的联合密度

1 1
( ) ( ; , , ) ( ; )

n

n ii
L L x x f x

../概率论与数理统计主界面.PPT#9. 幻灯片 9


数理统计
求函数极大值的常用方法

2

L( ) L( )
0, 0

d d

2
d d

| |
 

 

 
 

1. 驻点法：求似然函数或对数似然函数的驻点

一阶导数为0，二阶导数小于0的点为函数的极大值点

2

L( ) ln L( )
0, 0

d d

2
dln d

| |
 

 

 
 

2. 分析似然函数的单独性

如果似然函数是单调函数，则在区间端点处取到极值

若 是向量，上述方程必须用方程组代替 .

../概率论与数理统计主界面.PPT#9. 幻灯片 9


数理统计

常用的几条标准是：

2．无偏性

1．相合性

估计量的评选标准

3．有效性

../概率论与数理统计主界面.PPT#9. 幻灯片 9


数理统计

0)(lim 


n
n

ˆP

定义 设 是总体参数)( 21 nnn X,,X,Xˆˆ  

则称 nθ̂ 是总体参数的一致(或相合)估计量.

的估计量. 若对于任意的   , 当n时,

nθ̂ 依概率收敛于 , 即 ,0

相合估计量仅在样本容量
n 足够大时,才显示其优越性.

1、相合性

../概率论与数理统计主界面.PPT#9. 幻灯片 9


数理统计2、无偏性

 )ˆ(E 则称 为 的无偏估计 .̂ 

),,(ˆ 1 nXX 设 是未知参数 的估计量，若

),,,(ˆ
2111 nXXX  

都是总体参数的无偏估计量, 且

1 2
ˆD( )<Var( )

则称 比 更有效.
1̂

定义 设 ),,,(ˆ
2122 nXXX  

3、有效性

2̂

../概率论与数理统计主界面.PPT#9. 幻灯片 9
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



是来自总体X的简单随机样本。nXXX ,,, 21 

5. 设总体X的密度函数为

0
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2
 



n

i

ix
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d
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

(1)求参数 的最大似然估计。



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


最大似然函数为
设 是来自总体X的简单随机样本值。nxxx ,,, 21 

最大似然估计值为
n

x
n

i

i
 1

2

̂

最大似然估计量为

n

X
n

i

i
 1

2

̂
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(2)问最大似然估计量是否是无偏的。

最大似然估计量为
n

X
n

i

i
 1

2

̂



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
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
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2
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2
dxxex

x




  )ˆ(E

最大似然估计量是无偏的。

(3)问最大似然估计量是否是 的相合的估计量。

由辛钦大数定律知 2 2

2
1

1ˆ ( )
n

P

i
i

X A E X
n

2

1

1ˆ
n

i
i

X
n

所以 是 的相合估计量
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第八章 假设检验

1、掌握假设检验的概念及步骤。

2、假设检验的两类错误

3、熟练掌握单个正态总体均值、方差的检验

4、熟练掌握两个正态总体均值差、方差比的
检验

5、了解置信区间和假设检验之间的关系



假设检验的一般步骤（四步曲）

第一步：根据实际问题提出原假设 和备择假设
0H

1H

0H

0H

第二步：选取适当的检验统计量，并在 为真的条件下

该统计量的分布已知，并能衡量差异的大小。

0H

第三步：根据显著性水平 ，求拒绝域。

第四步：计算检验统计量的观测值，检验其是否落入拒绝

域，从而作出决策，是接受 ，还是拒绝








